
习  题  9.4  任意项级数 
 

1. 讨论下列级数的收敛性(包括条件收敛与绝对收敛) 
 

⑴ 1-
!2

1 +
3
1
-

!4
1 + −

5
1
⋯;  ⑵ ∑

∞

=

+

+
−

1

1)1(
n

n

xn
（ ≠ ）； x n−

⑶ ∑
∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x ;  ⑷ ∑

∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n

n
; 

⑸ ∑
∞

=

−
2

2ln)1(
n

n

n
n ;  ⑹ ∑

∞

=

π

1 3
cos1

n

n
n

; 

⑺ ∑
∞

=

+−
1

2
1 sin4)1(

n

nn
n

n
x ;  ⑻ ∑

∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn ; 

⑼ n

n
n

n xn∑
∞

=

+−
1

2
1

2
)1( ;  ⑽ ∑

∞

=

+

+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
1

1

)23)(23(

12ln
)1(

n

n

nn
n ; 

⑾ ∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x ;  ⑿ ∑

∞

=

+

+
−

1

1

1
)1(

n
n

n

a
a

n
 ( ). 0>a

解（1）设级数 1-
!2

1 +
3
1
-

!4
1 + −

5
1
⋯的部分和数列为{ }nS ，则 

∑ ∑
= =

−
−

=
n

k

n

k
n kk

S
1 1

2 )!2(
1

12
1

， 

由于级数∑
∞

=1 )!2(
1

n n
收敛，∑

∞

= −1 12
1

n n
发散，所以 +∞=

∞→
nn

S2lim ，因此级数 

1-
!2

1 +
3
1
-

!4
1 + −

5
1
⋯发散。 

（2）级数∑
∞

=

+

+
−

1

1)1(
n

n

xn
（ ≠x n− ）当 充分大（即n 0>+ xn ）时是交错级

数，且
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ xn
1
单调减少趋于零，所以∑

∞

=

+

+
−

1

1)1(
n

n

xn
（ ≠x n− ）收敛；又由

于
xn

n

+
− +1)1(

～
n
1 )( ∞→n , ∑

∞

=1

1
n n
发散，所以级数∑

∞

=

+

+
−

1

1)1(
n

n

xn
（ ≠ ）条件

收敛。 

x n−

 1



（3）当 时0=x ∑
∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x
的一般项都为零，所以级数绝对收敛。 

设 ，0≠x ∑
∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x
当 充分大（即n

π
x

n
2

> ）时是交错级数，且

n
xsin 单调减少趋于零，所以∑

∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x
收敛；又由于

n
xn sin)1( 1+− ～

n
x

)( ∞→n ，∑
∞

=1n n
x
发散，所以级数∑

∞

=

+−
1

1 sin)1(
n

n

n
x
条件收敛。 

（4） 1lim =
∞→

n
n

n ，因此
n

n

n n

1)1(lim
+

∞→

−
不存在，所以∑

∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n

n
发散。 

（5）∑
∞

=

−
2

2ln)1(
n

n

n
n
是交错级数，当 ，8≥n

n
n2ln
单调减少趋于零，所以

级数∑
∞

=

−
2

2ln)1(
n

n

n
n
收敛；又由于 ∑

∞

=2

2ln
n n

n
发散，所以级数∑

∞

=

−
2

2ln)1(
n

n

n
n
条

件收敛。 

（6）设∑
∞

=

π

1 3
cos1

n

n
n

的部分和数列为{ }nS ，则 

=nS6 ∑
=

−

−
−n

k

k

k

2

1

1

232
)1(

∑
= −

−
+

n

k

k

k

2

1 132
)1(

∑
=

−
+

n

k

k

k

2

1 3
)1(
， 

由于∑
∞

=

−

−
−

1

1

232
)1(

n

n

n
，∑

∞

= −
−

1 132
)1(

n

n

n
和∑

∞

=

−

1 3
)1(

n

n

n
都是 Leibniz级数，即都是收敛

的，所以 存在且有限。容易证明 nn
S6lim

∞→

16lim +
∞→

nn
S 26lim +

∞→
= nn

S 36lim +
∞→

= nn
S 46lim +

∞→
= nn

S 56lim +
∞→

= nn
S nn

S6lim
∞→

= ， 

由此可知级数∑
∞

=

π

1 3
cos1

n

n
n

收敛。 

由于
n

n
n 2

1
3

cos1
≥

π
，∑

∞

=1 2
1

n n
发散，所以级数∑

∞

=

π

1 3
cos1

n

n
n

条件收

敛。 
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（7）当 )
6

,
6

( ππππ +−∈ kkx 时，由于 n
nn

n x
nn

x )sin4(1sin4)1( 2
2

1 =− + ， 

1sin40 2 <≤ x ，∑
∞

=1

2 )sin4(1
n

nx
n

收敛，所以级数∑
∞

=

+−
1

2
1 sin4)1(

n

nn
n

n
x
绝对收敛。 

当
6
ππ ±= kx 时，

4
1sin 2 =x ，所以∑

∞

=

+−
1

2
1 sin4)1(

n

nn
n

n
x

∑
∞

=

+−
=

1

1)1(
n

n

n
是条

件收敛级数。 

在其他情况下，由于 n
nn

n x
nn

x )sin4(1sin4)1( 2
2

1 =− + ， ，级

数的一般项趋于无穷大，所以级数发散。 

1sin4 2 >x

（8）当
2
πkx = 时，级数的一般项都为零，所以级数∑

∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn

绝对收敛。 

设
2
πkx ≠ 。当 时，由于1>p pp nn

xnxn 1)1cos()1sin(
≤

−+
，所以级数 

∑
∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn
绝对收敛。 

当 时，由于 10 ≤< p

=
−+

pn
xnxn )1cos()1sin(

pp n
x

n
nx

2
2sin

2
2sin

+ ， 

由 Dirichlet判别法，∑
∞

=1 2
2sin

n
pn
nx
收敛，而∑

∞

=1 2
2sin

n
pn
x
发散，所以级数 

∑
∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn
发散。 

当 时，由于级数的一般项不趋于零，所以级数 0≤p

∑
∞

=

−+

1

)1cos()1sin(
n

pn
xnxn
发散。 
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（9）设 n
n

n
n xnx

2
)1(

2
1+−= ，则

2
lim

x
xn

nn
=

∞→
，所以 

当 2<x 时， n

n
n

n xn∑
∞

=

+−
1

2
1

2
)1( 绝对收敛； 

当 2>x 时， n

n
n

n xn∑
∞

=

+−
1

2
1

2
)1( 发散； 

当 2=x 时，级数的一般项不趋于零，所以 n

n
n

n xn∑
∞

=

+−
1

2
1

2
)1( 也发散。 

（10）设

1ln 2

(3 2)(3 2)n
nu

n n

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=
− +

。由于{ }nu 单调减少趋于零，所以
 

1

1
( 1)n

n
n

u
∞

+

=

−∑

是 Leibniz级数，因此收敛。 

因为 ～nu
n3
2ln )( ∞→n ，∑

∞

=1 3
2ln

n n
发散，所以级数 条件收敛。 1

1
( 1)n

n
n

u
∞

+

=

−∑

（11）设
nn

xx qp

n

n ln
= ，则 xxn

nn
=

∞→
lim ，所以 

当 1<x 时，级数∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x
绝对收敛； 

当 1>x 时，级数∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x
发散；

 

当 时，1=x ∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x ∑

∞

=
=

2 ln
1

n
qp nn
，因此当 或1>p 1,1 >= qp 时级数

（绝对）收敛，在其他情况下级数发散； 

当 时，1−=x ∑
∞

=2 lnn
qp

n

nn
x

∑
∞

=

−
=

2 ln
)1(

n
qp

n

nn
，因此当 或 时级

数绝对收敛，当 或

1>p 1,1 >= qp

1,1 ≤= qp 10 << p 或 0,0 >= qp 时级数条件收敛，在

其他情况下级数发散。 

（12）设 n

n

n a
a

n
x

+
−

=
+

1
)1( 1

。 
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当 时，1>a 11lim <=
∞→ a

xn
nn

，所以级数∑
∞

=

+

+
−

1

1

1
)1(

n
n

n

a
a

n
绝对收敛； 

当 时，1=a ∑
∞

=

+

+
−

1

1

1
)1(

n
n

n

a
a

n ∑
∞

=

+−
=

1

1

2
)1(

n

n

n
，级数条件收敛； 

当 时，由于10 << a ∑
∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n
收敛，

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
+ na
a

1
单调有界，由 Abel判

别法，级数∑
∞

=

+

+
−

1

1

1
)1(

n
n

n

a
a

n
收敛，但由于 nx ～

n
a )( ∞→n ，∑

∞

=1n n
a
发散，所

以级数条件收敛。 

2. 利用 Cauchy收敛原理证明下述级数发散： 
   ⑴   1+

2
1
-

3
1 +

4
1 +

5
1
-

6
1 +

7
1 +

8
1
-

9
1 +⋯ ;  

   ⑵   1-
2
1 +

3
1 +

4
1
-

5
1 +

6
1 +

7
1
-

8
1 +

9
1 +⋯。  

证（ 1）设级数的一般项为 ，则 nx

nnn xxx 62313 +++ ++ 26
1

43
1

13
1

−
++

+
+

+
>

nnn 6
1

26
>

−
>

n
n

， 

由于 可以取任意大，由 Cauchy收敛原理可知级数发散。 n
（ 2）设级数的一般项为 ，则 nx

nnn xxx 62313 +++ ++ nnn 6
1

63
1

33
1

++
+

+
+

>
6
1

6
=>

n
n

， 

由于 可以取任意大，由 Cauchy收敛原理可知级数发散。 n

3. 设正项级数 收敛，｛ ｝单调减少，利用 Cauchy 收敛原理证

明： = 0。 

∑
∞

=1n
nx nx

nn
nx

∞→
lim

证  由 收敛，对任意给定的∑
∞

=1n
nx 0>ε ，存在正整数 ，对一切

，成立 

0'>N

'Nnm >>

2
0 21

ε
<+++< ++ mnn xxx 。 

取 ，则当 时，有)1'(2 += NN Nn > '
2

Nn
>⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ，于是成立 

22
0

1
22

ε
<+++<<

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ nnnn xxxxn

， 
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即 

ε<< nnx0 。 

4. 若对任意 0>ε 和任意正整数 p，存在 ),( pN ε ，使得 
｜  +  + ⋯ + ｜1+nx 2+nx pnx + ε<  

对一切 n＞N成立，问级数∑ 是否收敛？ 
∞

=1n
nx

解  级数 不一定收敛。 ∑
∞

=1n
nx

例如：级数∑
∞

=1n
nx ∑

∞

=
=

1

1
n n
发散，但对任意 0>ε 和任意正整数 p，取

ε
ε ppN =),( ，当 ),( pNn ε> 时， 

ε<
+

<+++ +++ 121 n
pxxx pnnn 。 

5. 若级数 收敛，∑
∞

=1n
nx lim

n→∞
n

n

y
x  = 1，问级数∑ 是否收敛? 

∞

=1n
ny

解  不一定收敛。 ∑
∞

=1n
ny

反例：
n

x
n

n

1)1( +−
= , 

nn
y

n

n
1)1( 1

+
−

=
+

，则 lim
n→∞

n

n

y
x  = 1，但级数 收

敛，而级数 发散。 

∑
∞

=1n
nx

∑
∞

=1n
ny

6. 设 ， = 0，问交错级数 是否收敛? 0≥nx lim
n→∞ nx n

n

n x∑
∞

=

+−
1

1)1(

解  不一定收敛。 ∑
∞

=

+−
1

1)1(
n

n
n x

反例：

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=
=

121

21

2 kn
k

kn
kxn ，则 ，0≥nx lim

n→∞
0nx = ，但 发

散。 

n
n

n x∑
∞

=

+−
1

1)1(

7. 设正项数列 单调减少，且级数 发散。问级数}{ nx ∑
∞

=

−
1

)1(
n

n
n x ∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1 1
1

n

n

nx

是否收敛？并说明理由。 
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解  级数∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1 1
1

n

n

nx
收敛。 

因为正项数列 单调减少，所以必定收敛。如果 ，则

是 Leibniz 级数，因此收敛，与条件矛盾，所以必定有

}{ nx 0lim =
∞→

nn
x

∑
∞

=

−
1

)1(
n

n
n x

0lim >=
∞→

αnn
x ，于是当 n充分大时，

n
n

nx
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2
1

1
1

1
α
，因此∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1 1
1

n

n

nx

收敛。 

8. 设级数∑
∞

=1
0

n

n

n
x
α 收敛，则当 0αα > 时，级数∑

∞

=1n

n

n
x
α 也收敛。 

证  ∑
∞

=1n

n

n
x
α )1(

1 00
∑
∞

=
−

⋅=
n

n

nn
x

ααα , 由于∑
∞

=1 0n

n

n
x
α 收敛， ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− 0

1
ααn
单调有界，利用

Abel 判别法，可知级数∑
∞

=1n

n

n
x
α 收敛。 

注 本题也可利用 Dirichlet判别法证明。 

9. 若｛ ｝收敛，∑ 收敛，则级数 收敛。 nnx
∞

=
−−

2
1 )(

n
nn xxn ∑

∞

=1n
nx

证  令 , 则 。利用 Abel变换，得到 ,n n na x b= 1= kbB
k

i
ik ∑

=
==

1

                   。 ∑ ∑
=

−

=
+ −−=

n

k

n

k
kknk xxknxx

1

1

1
1 )(

由于 

∑
∞

=
+ −

1
1 )(

n
nn xxn ]

1
))(1[(

1
1 +

⋅−+= ∑
∞

=
+ n

nxxn
n

nn ， 

因为数列
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1n
n
单调有界，级数 收敛，

由 Abel判别法，∑ 收敛。再由数列｛ ｝的收敛性，即可

知级数 收敛。 

=−+∑
∞

=
+

1
1 ))(1(

n
nn xxn ∑

∞

=
−−

2
1 )(

n
nn xxn

∞

=
+ −

1
1 )(

n
nn xxn nnx

∑
∞

=1n
nx
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10. 若 绝对收敛， 收敛，则级数 收敛。 ∑
∞

=
−−

2
1 )(

n
nn xx ∑

∞

=1n
ny ∑

∞

=1n
nn yx

证  由于 收敛,可知∑
∞

=1n
ny 0, , , NN n N pε +∀ > ∃ ∀ > ∀ ∈ ： ε<∑

+

+=

pn

nk
ky

1
。由于

绝对收敛, 所以收敛,于是可知∑
∞

=
−−

2
1)(

n
nn xx { }nx 有界。 

设 Axx
n

nn =−∑
∞

=
−

2
1 , Bxn ≤ , 令 knnnkn yyyB ++++ +++= 21 , 利用

Abel变换，得到 

ε)()(
1

1
1

1
BABxxBxyx

pn

nk
kkkpnpn

pn

nk
kk +<−−= ∑∑

−+

+=
+++

+

+=
。 

由 Cauchy收敛原理，可知级数 收敛。 ∑
∞

=1n
nn yx

11．设 在)(xf ]1,1[− 上具有二阶连续导数，且 

0)(lim
0

=
→ x

xf
x

。 

 证明级数∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

1
n n

f 绝对收敛。 

证  由 0)(lim
0

=
→ x

xf
x

可知 0)0( =f , 0)0(' =f , 于是 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
f 1

～ 2
1

2
)0("

n
f

⋅ （ ∞→n ）， 

所以级数∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

1
n n

f 绝对收敛。 

12. 已知任意项级数 发散，证明级数∑
∞

=1n
nx ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11
n

nx
n
也发散。 

证  采用反证法。令 nn x
n

y )11( += ，若 收敛，因为∑
∞

=1n
ny

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1n
n
单调有界，

则由 Abel判别法, =∑
∞

=1n
nx ∑

∞

= +1 1n
ny

n
n

收敛，与条件矛盾，所以级数 

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11
n

nx
n
发散。 

13. 设 ＞0， nnx lim
n→∞ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

1
1n

n

x
x

＞0，证明：交错级数 收敛。 n
n

n x∑
∞

=

+−
1

1)1(
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证  设 01lim
1

>=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+∞→
γ

n

n
n x

x
n ，首先可知当 充分大时有 ，即数

列 当 充分大时是单调减少的。然后取

n 1+> nn xx

{ }nx n 0,0 >> βα ，使得

0>>> αβγ ，可知当n充分大时，成立 

α

α
αβ

n
n

nnx
x

n

n )1()11(1
1

+
=+>+>

+
， 

从而 

1)1( ++ nxn α
nxnα< ， 

这说明数列{ }nxnα 当 n充分大时也是单调减少的, 于是存在 ，使得

，即 

0>A

Axn n ≤
α

αn
Axn <<0 ， 

从而数列 趋于零。因此交错级数 是 Leibniz 级数，所以

收敛。 

{ }nx n
n

n x∑
∞

=

+−
1

1)1(

14. 利用 
1+

2
1 +

3
1 +⋯+

n
1
- ln n → γ  ( ∞→n )， 

其中γ是 Euler常数(见例 2.4.8)，求下述∑
∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n
的更序级数的和： 

1 +
3
1
-

2
1 +

5
1 +

7
1
-

4
1 +

9
1 +

11
1
-

6
1 + ⋯。 

解. 设 =nb 11
2

+ +
3
1 +⋯+ 1 ln n

n
− ，设级数 

1+
3
1
-

2
1 +

5
1 +

7
1
-

4
1 +

9
1 +

11
1
-

6
1 + ⋯ 

nnn 2
1

14
1

34
1

−
−

+
−

+ +  

的部分和数列为 ，则 { }nS

=++ )ln(
2
1

3 nbS nn 1 +
3
1 +

5
1 +

7
1 +

9
1 +

11
1 + ⋯

14
1

34
1

−
+

−
+

nn
， 

3 2
1 1( ln ) ( ln 2 ) ln 4
2 2n n n nS b n b n b+ + + + = +4 n， 

于是 
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2ln
2
3

2
1

2
1

243 +−−= nnnn bbbS 。 

由 γ=
∞→

nn
blim ，得到 

2ln
2
3lim 3 =

∞→
nn

S 。 

由于 ，所以 =+
∞→

13lim nn
S =+

∞→
23lim nn

S nn
S3lim

∞→

2ln
2
3lim =

∞→
nn

S 。 

15. 利用级数的 Cauchy乘积证明： 

    (1) ⋅∑
∞

=0 !
1

n n ∑
∞

=

−

0 !
)1(

n

n

n
 = 1； 

(2)  =  = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ∑
∞

=

+
0

)1(
n

nqn 2)1(
1
q−

 (｜q｜＜1 。 )

解 （1）设 ⋅∑
∞

=0 !
1

n n ∑
∞

=

−

0 !
)1(

n

n

n ∑
∞

=
=

0n
nc ，则 10 =c ，且当 时，1≥n

∑
=+ ⋅

−
=

nji

j

n ji
c

!!
)1( j

nji ji
n

n
)1(

!!
!

!
1

−
⋅

= ∑
=+

0)11(
!

1
=−= n

n
， 

所以 

⋅∑
∞

=0 !
1

n n ∑
∞

=

−

0 !
)1(

n

n

n
 = 1。 

（2）设  = ，则 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ∑
∞

=0n
nc

n

nji

ji
n qnqqc )1()( +== ∑

=+
。 

又由于 1<q ，所以
q

q
n

n

−
=∑

∞

= 1
1

0
，从而得到 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
∞

=0n

nq = =∑
∞

=

+
0

)1(
n

nqn 2)1(
1
q−

)1( <q 。 
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习  题  9. 5  无穷乘积 
 

1. 讨论下述无穷乘积的敛散性 
 

⑴ ∏
∞

= +1
2

2

1n n
n ;  ⑵ ∏

∞

= −
+

2 1
1

n n
n ; 

⑶ ∏
∞

=3

cos
n n

π ;  ⑷ ∏
∞

=1

1sin
n n

n ; 

⑸ ∏
∞

=1

1

e
n

nx ;  ⑹ ∏
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

1
22

2
1

n n
x
π

; 

⑺ ∏
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1 2
1

n
n

nx ;  ⑻ ∏
∞

=

+
1

11
n

n
n

; 

⑼ ∏
∞

=

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

e1
n

n
x

n
x ;  ⑽ ∏

∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

cos11
n

qp nn
π
（ ）0, >qp

解（1）       ∏
∞

= +1
2

2

1n n
n

∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

1
2 1
11

n n
， 

由于∑
∞

= +1
2 1
1

n n
收敛，所以∏

∞

= +1
2

2

1n n
n
收敛。 

（2）       ∏
∞

= −
+

2 1
1

n n
n

∏
∞

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

+=
2

1
1
11

n n
n

， 

1
1

211
1
1

−
−

+=−
−
+

nn
n

～ )(
1

1
∞→

−
n

n
， 

由于∑
∞

= −2 1
1

n n
发散，所以∏

∞

= −
+

2 1
1

n n
n
发散。 

（3）        ∏
∞

=3

cos
n n

π
∏
∞

=
−=

3

2 )
2

sin21(
n n

π
， 

由于∑
∞

=3

2

2
sin2

n n
π
收敛，所以∏

∞

=3

cos
n n

π
收敛。 

（4）       ∏
∞

=1

1sin
n n

n )]1sin1(1[
1

∏
∞

=
−−=

n n
n ， 

n
n 1sin1− ～ )(

6
1

2 ∞→n
n

， 
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由于∑
∞

=1
26

1
n n

收敛，所以∏
∞

=1

1sin
n n

n 收敛。 

（5）       ∏
∞

=1

1

e
n

nx ∏
∞

= ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+=

1

1

11
n

nxe ， 

1
1

−xne ～ )(1
∞→n

n x ， 

当 时，由于1>x
1

1
x

n n

∞

=
∑ 收敛，所以∏

∞

=1

1

e
n

nx 收敛； 

当 时，由于1≤x
1

1
x

n n

∞

=
∑ 发散，所以∏

∞

=1

1

e
n

nx 发散。 

（6）因为对任意 ，x ∑
∞

=1
22

2

n n
x
π
收敛，所以∏

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

1
22

2
1

n n
x
π
收敛。 

（7）当 2<x 时，因为∑
∞

=1 2n
n

nx
收敛，所以∏

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1 2
1

n
n

nx
收敛； 

当 2≥x 时，因为∑
∞

=1 2n
n

nx
发散，所以∏

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1 2
1

n
n

nx
发散。 

（8）∏
∞

=

+
1

11
n

n
n ∏

∞

=

+
=

1

)11ln(1

n

nne ∏
∞

=

+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+=

1

)11ln(1

11
n

nne ， 

1
)11ln(1

−
+

nne ～ )(1
2 ∞→n

n
， 

因为∑
∞

=1
2

1
n n

收敛，所以∏
∞

=

+
1

11
n

n
n
收敛。 

（9） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

22

2 1
2

111
nn

x
n
x

n
xe

n
x n

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−= 22

2 1
2

1
nn

x
， 

因为∑
∞

=1
2

2

2n n
x
收敛，所以∏

∞

=

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

e1
n

n
x

n
x

收敛。 

（10） qp nn
πcos11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += qp nn 2

2

2
111 π +−+= qp nn 2

2

2
11 π

， 

由此可知 
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当 时，1)2,min( >qp ∏
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

cos11
n

qp nn
π
收敛； 

当 时，1)2,min( ≤qp ∏
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

cos11
n

qp nn
π
发散。 

2. 计算下述无穷乘积的值： 

    (1) ∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
2

11
n n

;            ⑵ ∏
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
2 )1(

21
n nn

; 

(3) ∏
∞

= +
−

2
3

3

1
1

n n
n

。 

解  (1)由于 

∏
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

n

k k2
2

11 ∏
=

+−
=

n

k k
kk

2
2

)1)(1(
n

n 1
2
1 +
⋅= ， 

所以 

∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
2

11
n n 2

111lim
2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∏

=∞→

n

kn k
。 

(2)由于 

∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
n

k kk2 )1(
21 =

+
+−

= ∏
=

n

k kk
kk

2 )1(
)2)(1(

n
n 2

3
1 +
⋅= ， 

所以 

∏
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
2 )1(

21
n nn 3

1
)1(

21
2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−= ∏
=

n

k kk
。 

(3)由于 

∏
= +

−n

k k
k

2
3

3

1
1

=
+−+
++−

= ∏
=

n

k kkk
kkk

2
2

2

)1)(1(
)1)(1(

)1(
1

3
2 2

−
++

⋅=
nn

nn
， 

所以 

∏
∞

= +
−

2
3

3

1
1

n n
n

3
2

1
1lim

2
3

3
=

+
−

= ∏
=∞→

n

kn k
k

。 

3. 设 0＜ ＜nx
2
π
， 收敛，则 收敛。 ∑

∞

=1

2

n
nx ∏

∞

=1

cos
n

nx

证  设 nnx α−=1cos , 则 
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22

2
1

2
sin2cos10 n

n
nn x

x
x <=−=< α ， 

由于 收敛，所以 收敛。 ∑
∞

=1

2

n
nx ∏

∞

=1

cos
n

nx

4. 设｜ ｜＜na
4
π
， 收敛，则∑

∞

=1

||
n

na ∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 4
tan

n
naπ
绝对收敛。 

证  由于 收敛，所以∑
∞

=1

||
n

na 0lim =
∞→

nn
a 。设 

n
n

n
n a

a
a απ

+=
−
+

=+ 1
tan1
tan1

)
4

tan( ,  

则 

n

n
n a

a
tan1

tan2
−

=α ， 2lim =
∞→ n

n

n a
α

， 

于是 收敛，所以∑
∞

=1
||

n
nα ∏

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 4
tan

n
naπ
绝对收敛。 

5. 证明： 

  (1) lim
n→∞

0
)2(642
)12(531
=

⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅
n

n
； 

  (2) lim
n→∞

0
)()2)(1(
)()2)(1(
=

+++
+++

n
n

αααα
ββββ  ( αβ <<0 )。 

证  （1） lim
n→∞

=
⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅
)2(642
)12(531

n
n

∏
∞

=

−

1 2
12

n n
n

∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

1 2
11

n n
， 

由于 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

n2
11ln ～ )(

2
1

∞→− n
n

，∑
∞

=
−∞=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

1 2
1

n n
， 

所以∑
∞

=
−∞=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1 2
11ln

n n
，从而 

lim
n→∞

=
⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅
)2(642
)12(531

n
n

0
2
11

1
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∏

∞

=n n
。 

（2） lim
n→∞

=
+++
+++

)()2)(1(
)()2)(1(

n
n

αααα
ββββ

∏
∞

= +
+

0n n
n

α
β

∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−=
0

1
n nα

αβ
， 

由于 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
nα
αβ1ln ～ )( ∞→

+
−

− n
nα
αβ

，∑
∞

=
−∞=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
1n nα

αβ
， 
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所以∑
∞

=
−∞=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
1

1ln
n nα

αβ
，从而 

lim
n→∞

=
+++
+++

)()2)(1(
)()2)(1(

n
n

αααα
ββββ

01
0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−∏
∞

=n nα
αβ

。 

6. 设｜q｜＜1，证明：∏
∞

=
+

1
)1(

n

nq
∏
∞

=

−−
=

1

12 )1(

1

n

nq
。 

证  设 ，则 =nP ∏
=

+
n

k

kq
1

)1(

=nP2 ∏
=

+
n

k

kq
2

1

)1(
∏

∏

=

=

−

−
= n

k

k

n

k

k

q

q

2

1

2

1

2

)1(

)1(

∏ ∏

∏

= =

−

=

−⋅−

−
= n

k

n

k

kk

n

k

k

qq

q

1 1

122

2

1

2

)1()1(

)1(

∏

∏

=

−

+=

−

−
= n

k

k

n

nk

k

q

q

1

12

2

1

2

)1(

)1(
， 

由于 收敛，所以 ∏
∞

=
−

1

2 )1(
n

nq

1)1(lim
2

1

2 =−∏
+=∞→

n

nk

k

n
q ， 

于是 

=
∞→

nn
P2lim

∏
∞

=

−−
=

1

12 )1(

1

n

nq
。 

由于 ，所以 =−
∞→

12lim nn
P nn

P2lim
∞→

=
∞→

nn
Plim ∏

∞

=
+

1
)1(

n

nq
∏
∞

=

−−
=

1

12 )1(

1

n

nq
。 

7. 设
n

a n
1

12 −=− ，
n

a n
1

2 = + ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

nn
111
，证明级数 与 都发散，

但无穷乘积 收敛。 

∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1

2

n
na

∏
∞

=

+
2

)1(
n

na

证 设 ，则 ∑
=

=
n

k
kn aS

1

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

n

k
n kk

S
1

2
111
， 

由于 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

kk
111
～ )(1

∞→k
k

，于是 

∞→n
lim +∞=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∑

=∞→

n

knn kk
S

1
2

111lim ， 

所以 发散；又由于∑
∞

=1n
na

n
an

12 ≥ ， 也发散。 ∑
∞

=1

2

n
na
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设 ，则 ∏
=

+=
n

k
kn aP

1
)1(

=nP2  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∏

=
)11(11111

1 kkkk

n

k
∏
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

n

k k1
2

11 ， 

所以 存在且非零。由于 nn
P2lim

∞→

=−
∞→

12lim nn
P nn

P2lim
∞→
， 

所以 存在且非零，即无穷乘积 收敛。 nn
P

∞→
lim ∏

∞

=

+
2

)1(
n

na
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