
第四章  微分 

 

习  题  4.1  微分和导数 

 

⒈  半径为 1cm 的铁球表面要镀一层厚度为 0.01cm 的铜，试用求微

分的方法算出每只球需要用铜多少克？（铜的密度为 8.9g/ 。） 3cm

解 球体积 3

3
4 rV π= ，每只球镀铜所需要铜的质量为 

12.14 2 ≈∆≈∆= rrVm ρπρ g。 

⒉  用定义证明，函数 y x= 23 在它的整个定义域中，除了 x = 0这一

点之外都是可微的。 

证 当 时，0x = 3 2xy ∆=∆ 是 x∆ 的低阶无穷小，所以 y x= 23 在 不可

微。当 时， 

0x =

0x ≠

32 2 3 3 33

3 3
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( ) ( )(

2 ( ),
3( )

y x x x x x x x x x

x x x

3 )

x x o x
xx x x x x x

∆ = + ∆ − = + ∆ + + ∆ −

+ ∆ +
= ∆ =

+ ∆ + + ∆ +
∆ + ∆

 

所以 y x= 23 在 是可微的。 0x ≠
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习  题  4.2  导数的意义和性质 

 

1． 设 存在，求下列各式的值： ′f x( )0

⑴ lim
( ) (

∆

∆
∆x

f x x f x )
x→

− −
0

0 0 ； 

⑵ lim
( ) ( )

x x

f x f x
x x→

−
−0

0

0

； 

⑶ lim
( ) ( )

h

f x h f x h
h→

+ − −
0

0 0 。 

解 (1) )('
)(

)())((lim)()(lim 0
00

0

00

0
xf

x
xfxxf

x
xfxxf

xx
−=

∆−
−∆−+

−=
∆

−∆−
→∆→∆

。 

⑵ )(')())((lim)()(lim 0
0

000

0
0

0

00

xf
xx

xfxxxf
xx

xfxf
xxxx

=
−

−−+
=

−
−

→−→
。 

⑶ 
h

hxfhxf
h

)()(lim 00

0

−−+
→

 

)('2)()(lim)()(lim 0
00

0

00

0
xf

h
xfhxf

h
xfhxf

hh
=

−−
−

−+
=

→→
。 

2． ⑴ 用定义求抛物线 y x x= + −2 32 1的导函数； 

    ⑵ 求该抛物线上过点 ( , )− −1 2 处的切线方程； 

    ⑶ 求该抛物线上过点 ( , )−2 1 处的法线方程； 

⑷ 问该抛物线上是否有 ( , ，过该点的切线与抛物线顶点与焦

点的连线平行？ 

)a b

解 (1)因为 xx
x

xxxxxx
x
y

∆++=
∆

−+−−∆++∆+
=

∆
∆ 234)132(1)(3)(2 22

，所以 

34lim)('
0

+=
∆
∆

=
→∆

x
x
yxf

x
。 

(2)由于 1)1(' −=−f ，切线方程为 1 [ ( 1)] ( 2) 3y x x= − ⋅ − − + − = − − 。 

(3)由于 5)2(' −=−f ，法线方程为
1 7[ ( 2)] 1
5 5

xy x +
= − − − + =

−
。 

(4) 抛物线顶点与焦点的连线平行于 y轴，即斜率为无穷大，由(1)可
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知不存在 x，使得 ，所以这样的点 不存在。 ∞=)(' xf ( , )a b

3．设 为 上的可导函数，且在)(xf ),( +∞−∞ 0=x 的某个邻域上成立 

)(8)sin1(3)sin1( xxxfxf α+=−−+ ， 

其中 )(xα 是当 时比 高阶的无穷小。求曲线0→x x )(xfy = 在

处的切线方程。 

))1(,1( f

解 记 )sin1(3)sin1()( xfxfxF −−+= ，可得 0)1(2)(lim
0

=−=
→

fxF
x

，即 。

由

0)1( =f

0 0

( ) 8 ( )lim lim 8
x x

F x x x
x x

α
→ →

+
= = 与 

0 0 0

( ) (1 sin ) (1) sin (1 sin ) (1) sinlim lim 3lim 4 '(1)
sin sinx x x

F x f x f x f x f x f
x x x x x→ → →

+ − − −⎡ ⎤ ⎡= ⋅ − ⋅⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣
⎤ =⎥⎦

， 

得到 。于是曲线 在 处的切线方程为 。 2)1(' =f )(xfy = ))1(,1( f )1(2 −= xy

4． 证明：从椭圆的一个焦点发出的任一束光线，经椭圆反射后，反

射光必定经过它的另一个焦点。 （见图 4.2.5） 

 

 

证 设椭圆方程为 

012

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

， ，焦点坐标为 

22),0,( bacc −=± 。假设 为椭圆

上任意一点，当 时结论显然成立。现设

),( 00 yx

00 =y 00 ≠y ，则过此点的切线

斜率为
0

2
0

2

tan
ya
xb

−=θ ， 与焦点),( 00 yx )0,( c− 连线的斜率为
cx

y
+

=
0

0
1tanθ ，

此连线与切线夹角的正切为
θθ
θθ

tantan1
tantan

1

1

+
−

=k 。利用 和222 bac −=

12

2
0

2

2
0 =+

b
y

a
x

代入计算，得到 
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2
0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
0 0

( )1

y b x
x c a y a y b x cx b a b cx b bk

y b x a b x y a cy c x y a cy cy
x c a y

+
+ + + +

= = =
− + +− ⋅

+

= 。 

),( 00 yx 与另一焦点 连线的斜率为)0,(c
cx

y
−

=
0

0
2tanθ ，此连线与切线

夹角的正切为 

2
0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 02

2 2 2 2 2 2
0 02 0 0 0 0 0

2
0 0

tan tan
1 tan tan ( )1

b x y
a y x c cx b a y b x cx b a b b k

y b x a b x y a cy c x y a cy cy
x c a y

θ θ
θ θ

− −
− − − −−

= = = =
+ − −− ⋅

−
0 0

=
−

。 

由于两个夹角的正切相等，所以两个夹角相等，命题得证。 

 5．证明：双曲线 上任一点处的切线与两坐标轴构成的直角三

角形的面积恒为 。 

xy a= 2

2 2a

证 假设 为双曲线上任意一点，则 ，过这一点的切线斜

率为

),( 00 yx 2
00 ayx =

0

0
2
0

2

0
'

x
y

x
ay

x
−=−= ，切线方程为 

)( 0
0

0
0 xx

x
yyy −−=− ， 

易得切线与两坐标轴的交点为 和 。切线与两坐标轴构成

的直角三角形的面积为 

)2,0( 0y )0,2( 0x

2
0000 22)2)(2(

2
1 ayxxyS === 。 

6． 求函数在不可导点处的左导数和右导数。 

⑴ y = | sin |x ；  ⑵ y x= −1 cos ； 

⑶ y x= −e | |；  ⑷ y x= +|ln( ) |1 . 

解 （1）对 ，当y = ( ) | sin |f x x= 0=x 时， 
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1sinlim|0sin||sin|lim)0(
00

' =
∆
∆

=
∆
−∆

=
+→∆+→∆+ x

x
x

xf
xx

， 

'

0 0

| sin | | sin 0 | sin(0) lim lim 1
x x

x xf
x x− ∆ → − ∆ → −

∆ − − ∆
= = = −

∆ ∆
， 

所以 是不可导点。又由于函数y是周期为0=x π的函数，所有不可导

点为 )( Zkkx ∈= π ，且 1)( −=′− πkf ，
 

1)( =′+ πkf 。 

  （2） y = ( ) 1 cosf x x= − 22sin 2 sin
2 2
x x

= = ，由（1）可知不可导点

为 )(2 Zkkx ∈= π ，且经计算得到 2(2 )
2

f kπ−′ = − ，
2(2 )

2
f kπ+′ = 。 

  （3） 不可导点只有| |( ) e xy f x −= = 0=x ，且 

11lim)0(
0

' −=
∆
−

=
∆−

+→∆+ x
ef

x

x
， 11lim)0(

0

' =
∆
−

=
∆

−→∆− x
ef

x

x
。 

  （4） ( )y f x= = )1ln( +x 不可导点只有 0=x ，且 

'

0 0

| ln( 1) | ln1 ln( 1)(0) lim lim 1
x x

x xf
x x+ ∆ → + ∆ → +

∆ + − ∆ +
= = =

∆ ∆
， 

'

0 0

| ln( 1) | ln1 ln( 1)(0) lim lim 1
x x

x xf
x x− ∆ → − ∆ → −

∆ + − − ∆ +
= = = −

∆ ∆
。 

7．讨论下列函数在 x = 0处的可导性： 

⑴
⎩
⎨
⎧

=
≠>

=
+

;0,0
,0)0(,sin|| 11

x
xax

y x
a

 ⑵ y
x x
ax b x

=
>

+ ≤
⎧
⎨
⎩

2 0
0

, ,
, ;

 

⑶ y
x x
ax x

x

=
>
≤

⎧
⎨
⎩

e , ,
, ;

0
02

  ⑷ y x
x

a
x

= ≠
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
e ,
, .

2 0
0 0

,  

解 （1）
1

0 0 0

1| | sin 1lim lim lim | | sgn( )sin 0
a

a

x x x

xy x x x
x x x

+

∆ → ∆ → ∆ →

∆∆ ⎛ ⎞= = ∆ ∆⎜ ⎟∆ ∆ ⎝ ⎠
= ，所以函数

在 可导。 0=x

 （2）如果函数在 可导，则必须在0=x 0=x 连续，由

可得 。当 时，

bff ==+ )0()0(

0=b 0=b 00lim)0(
2

0

' =
∆
−∆

=
+→∆+ x

xf
x

， a
x

xaf
x

=
∆
−∆

=
−→∆−

0lim)0(
0

' ，
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故当 时函数在 可导，其他情况下函数在0== ba 0=x 0=x 不可导。 

（3）由于 10lim)0(
0

' =
∆

−∆
=

∆

+→∆+ x
xef

x

x
， )0(00lim)0( '

2

0

'
+−→∆− ≠=

∆
−∆

= f
x

xaf
x

，

故函数在 不可导。 0=x

（4）当 时函数在0a ≥ 0=x 不连续，所以不可导；当 时， 0a <

2

0 0

0lim lim 0

a
x

x x

y e
x x

∆

∆ → ∆ →

∆ −
=

∆ ∆
= ，所以当 0<a 时函数在 0=x 可导。 

8． 设 在f x( ) x = 0处可导，在什么情况下， | ( 在) |f x x = 0处也可导？ 

解  当 时，不妨设 ，则在0)0( ≠f 0)0( >f x = 0的小邻域中有 ，

故 ，所以 | ( 在

0)( >xf

)(|)(| xfxf = )|f x x = 0处也可导。 

当 时，由于 0)0( =f

| ( ) | | (0) | ( ) (0) sgn
0 0

f x f f x f x
x x
− −

=
− −

， 

分别在 x = 0处计算左、右极限，得到 | ( 在) |f x x = 0处的左导数为

，右导数为 | ' ，所以 | ( 在| '(0)f− | (0) |f )|f x x = 0处也可导的充分必要条

件是 。 '(0) 0f =

9．设 在[ , 上连续，f x( ) ]a b f a f b( ) ( )= = 0，且 0)()( >′⋅′ −+ bfaf ，证明

在 ( , 至少存在一个零点。 

f x( )

)a b

证  由题设知 )(af+′ 和 同号，不妨设两者都为正数。由于 )(bf−′

' ( ) ( ) ( )( ) lim lim 0
x a x a

f x f a f xf a
x a x a+ → + → +

−
= = >

− −
，可知存在 1 1( )x a x b< < ， 。

同理由于

0)( 1 >xf

' ( ) ( ) ( )( ) lim lim 0
x b x b

f x f b f xf b
x b x b− → − → −

−
= =

− −
> ，可知存在 2 1 2( )x x x b< < ，

。由连续函数的零点存在定理，函数 在 之间有零点。 0)( 2 <xf f x( ) 21, xx

10．设 在有限区间 内可导， f x( ) ( , )a b
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   ⑴ 若 ，那么能否断定也有lim ( )
x a

f x
→ +

= ∞ lim ( )
x a

f x
→ +

′ = ∞？ 

   ⑵ 若 lim ( )
x a

f x
→ +

′ = ∞，那么能否断定也有 lim ( )
x a

f x
→ +

= ∞？ 

解（1）不一定。反例：
xx

xf 1cos1)( += ， 0=a ， ， 
0

lim ( )
x

f x
→ +

= +∞

)1sin1(1)(' 2 xx
xf +−= ， ∞=

+→
)('lim

0
xf

x
不成立。 

（2）不一定。反例： xxf =)( ， 0=a ，
0 0

1lim ( ) lim
2x x

f x
x→ + → +

′ = = +∞，而 

0
lim ( ) 0
x

f x
→ +

= ≠ ∞。 

11．设函数 满足 。证明 在)(xf 0)0( =f )(xf 0=x 处可导的充分必要条件

是：存在在 处连续的函数 ，使得0=x )(xg )()( xxgxf = ，且此时成

立 。 )0()0( gf =′

证  充分性。由 可知)()( xxgxf =
0 0

( ) (0)lim lim ( ) (0)
x x

f x f g x g
x→ →

−
= = ，故 在 )(xf

0=x 处可导，且成立 )0()0( gf =′ 。 

必要性。令
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

0),0('

0,)(
)(

xf

x
x
xf

xg ，则 )()( xxgxf = ，且  

0 0

( ) (0)lim ( ) lim '(0) (0)
x x

f x fg x f g
x→ →

−
= = = ，即 在)(xg 0=x 处连续。 
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