
 
习 题  10.2  一致收敛级数的判别与性质 

 
1. 讨论下列函数项级数在所指定区间上的一致收敛性。 

    ⑴ ，            x∈[0, 1]； ∑
∞

=

−
0

)1(
n

nxx

    ⑵ ，∑
∞

=

−
0

2)1(
n

nxx             x∈[0, 1]； 

⑶ ，              x∈∑
∞

=

−

0

3 2

e
n

nxx [ )+∞,0 ；   

⑷ ，       (i) x∈∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx [ )+∞,0 ，  (ii) x∈ [ )+∞,δ （δ＞0）； 

    ⑸ ∑
∞

= +0
231n xn

x
，              x∈(-∞, +∞)； 

    ⑹ ∑
∞

= +1
3 44

sin
n xn

nx
，             x∈(-∞, +∞)； 

    ⑺ ，         x∈[0, 1]； ∑
∞

=

−−
0

)1()1(
n

nn xx

    ⑻ ∑
∞

= +
−

1
2

)1(
n

n

xn
，                x∈(-∞, +∞)； 

    ⑼ ∑
∞

=0 3
1sin2

n
n

n

x
，      (i) x∈(0, +∞)，(ii) x∈ [ )+∞,δ （δ＞0）； 

    ⑽ ∑
∞

=1

sinsin
n n

nxx
，             x∈(-∞, +∞)； 

    ⑾ ∑
∞

= +0
2

2

)1(n
nx

x
，               x∈(-∞, +∞)； 

⑿ ∑
∞

= +
−

0
2

2

)1(
)1(

n
n

n

x
x

，           x∈(-∞, +∞)。 

解（1）  ， ∑
=

−=
n

k

k
n xxxS

0
)1()( 11 +−= nx

由于{ }1+nx 在 非一致收敛，所以∑ 在 上非一致收敛。 ]1,0[
∞

=

−
0

)1(
n

nxx ]1,0[

（2）设 ，则在 上 n
n xxxu 2)1()( −= ]1,0[

)
2

()(0
+

≤≤
n

nuxu nn 2)2(
4
+

<
n

， 

由于∑
∞

= +0
2)2(

4
n n

收敛，由 Weierstrass 判别法，∑ 在 上一致
∞

=

−
0

2)1(
n

nxx ]1,0[
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收敛。 

（3）设 ，则当 时，在
23)( nx

n exxu −= 1≥n ),0[ +∞ 上 

)
2
3()(0
n

uxu nn ≤≤
2
3

n

K
= ， 

其中 2
3

4
63 −

= eK 。由于∑
∞

=0
2
3

n
n

K
收敛，由Weierstrass判别法，∑ 在

上一致收敛。 

∞

=

−

0

3 2

e
n

nxx

),0[ +∞

（4）(i) 设 ，对任意的正整数 N，取2
)( nx

n xexu −= )(2 Nnnm >= 与
n

xn
1

=  

),0[ +∞∈ ，则  

=∑
+=

m

nk
nk xu

1
)( ++− 2)1( nxn

nex +++− 2)2( nxn
nex >− 22 nnx

nex
22 nnx

nenx −

 
+∞→= −2en )( ∞→n ， 

所以 不满足 Cauchy 收敛原理的条件，由此可知 在

上非一致收敛； 

∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx ∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx

),0[ +∞

 (ii) 设 ，则当
2

)( nx
n xexu −= 22

1
δ

>n 时， 关于 在)(xun x ),[ +∞δ 上单调减少，

所以 

n
n exu

2
)(0 δδ −≤≤ ， 

由于 收敛，由Weierstrass判别法， 在∑
∞

=

−

0

2

n

ne δδ ∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx ),[ +∞δ 上一致收

敛。 

（5）设 231
)(

xn
xxun

+
= ，则当 时，1≥n

2
3

2

1)(

n

xun ≤ ，由于∑
∞

=0
2
3

2

1
n

n

收敛，

由Weierstrass判别法，∑
∞

= +0
231n xn

x
在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

（6）设
3 44

sin)(
xn

nxxun
+

= ，则当 时，1≥n
3
4

1)(

n

xun ≤ ，由于∑
∞

=0
3
4

1
n

n

收敛，
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由Weierstrass判别法，∑
∞

= +1
3 44

sin
n xn

nx
在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

（7）设 ， ，则n
n xxxa )1()( −= n

n xb )1()( −= { })(xan 对固定的 关于

是单调的，且在 上一致收敛于零，同时

]1,0[∈x n

]1,0[ 1)(
0

≤∑
=

n

k
k xb ，由 Dirichlet

判别法， 在 上一致收敛。 ∑
∞

=

−−
0

)1()1(
n

nn xx ]1,0[

（8）设 2
1)(

xn
xan

+
= ， ，则n

n xb )1()( −= { })(xan 对固定的 关于

是单调的，且在 上一致收敛于零，同时

),( +∞−∞∈x

n ),( +∞−∞ 1)(
1

≤∑
=

n

k
k xb ，由 Dirichlet

判别法，∑
∞

= +
−

1
2

)1(
n

n

xn
在 上一致收敛。 ),( +∞−∞

（9）(i) 设
x

xu n
n

n 3
1sin2)( = ，取

πnnx
3

2
= ),0( +∞∈ ，则 

+∞→= n
nn xu 2)( ， 

即 在 上非一致收敛，所以{ })(xun ),0( +∞ ∑
∞

=0 3
1sin2

n
n

n

x
在 ),0( +∞ 上非一致收

敛； 

(ii) 设
x

xu n
n

n 3
1sin2)( = ，则当 ),[ +∞∈ δx 时， 

n

n xu ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

3
21)(

δ
， 

由于
n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

∞

= 3
21

0δ
收敛，由Weierstrass判别法，∑

∞

=0 3
1sin2

n
n

n

x
在 ),[ +∞δ 上一致

收敛。 

（10）设
n

xan
1)( = ， nxxxbn sinsin)( = ，由于 与 无关且单调趋于)(xan x
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零，所以{ 对固定的})(xan ),( +∞−∞∈x 关于 是单调的，且在 上

一致收敛于零，同时 

n ),( +∞−∞

=∑
=

n

k
k xb

1
)( ∑

=

n

k
kxxx

1
sin

2
sin2

2
cos 2

2
cos)

2
1cos(

2
cos ≤−+⋅=

xxnx
， 

由 Dirichlet判别法，∑
∞

=1

sinsin
n n

nxx
在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

（11）设 nn x
xxu

)1(
)( 2

2

+
= ，取 01

20 >=
e

ε ，对任意的正整数 N，取

与)(2 Nnnm >=
n

xn
1

= ),( +∞−∞∈ ，则  

=∑
+=

m

nk
nk xu

1
)( 12

2

)1( ++ n
n

n

x
x

++
+

+
+22

2

)1( n
n

n

x
x

n
n

n

x
x

22

2

)1( + n
n

n

x
nx

22

2

)1( +
> 02

1 ε=>
e

， 

所以∑
∞

= +0
2

2

)1(n
nx

x
不满足Cauchy收敛原理的条件，由此可知∑

∞

= +0
2

2

)1(n
nx

x
在

上非一致收敛。 ),( +∞−∞

（12）设 nn x
xxa

)1(
)( 2

2

+
= ， ，则n

n xb )1()( −= { })(xan 对固定的 关

于 是单调的，且在 上一致收敛于零，同时

),( +∞−∞∈x

n ),( +∞−∞ 1)(
1

≤∑
=

n

k
k xb ，由

Dirichlet判别法，∑
∞

= +
−

0
2

2

)1(
)1(

n
n

n

x
x

在 ),( +∞−∞ 上一致收敛。 

2. 证明：函数 ∑
∞

= +
=

0
2 1

cos)(
n n

nxxf 在(0,2π )上连续，且有连续的导函数。 

证  由于
1

1
1

cos
22 +

≤
+ nn
nx

，∑
∞

= +0
2 1
1

n n
收敛，由Weierstraass判别法，∑

∞

= +0
2 1

cos
n n

nx  

在(0,2π )上一致收敛，所以 ∑
∞

= +
=

0
2 1

cos)(
n n

nxxf 在(0,2π )上连续。 

设 =)(xσ =
+

∑
∞

=
)'

1
cos(

0
2

n n
nx

∑
∞

= +
−

0
2 1

sin
n n

nxn
，由于

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+12n
n
单调趋于零，且对任 

意的 πδ <<0 ，当 x∈ ]2,[ 时， δπδ −

∑
=

n

k
kx

1
sin =

2
sin2

2
cos

2
1cos

x

xxn −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤

2
sin

1
δ
， 
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由 Dirichlet 判别法，可知 ∑
∞

= +
−

0
2 1

sin
n n

nxn
在 ]2,[ δπδ − 上一致收敛，即

∑
∞

= +
−

0
2 1

sin
n n

nxn
在 )2,0( π 上内闭一致收敛，因此 =)(xσ ∑

∞

= +
−

0
2 1

sin
n n

nxn
在(0,2π )

上连续。再由逐项求导定理，可知 )()(' xxf σ= 在(0,2π )上成立，即

∑
∞

= +
=

0
2 1

cos)(
n n

nxxf 在(0,2π )上有连续的导函数。 

3. 证明：函数 在∑
∞

=

−=
1

e)(
n

nxnxf ),0( +∞ 上连续，且有各阶连续导函数。 

证  对任意的0 a A< < < +∞，当 [ , ]x a A∈ ，成立0 nx anne ne− −< ≤ ，且  
0

an

n
ne

∞
−

=
∑

收敛，由Weierstraass判别法， 在[ , 上一致收敛，即 在 
0

nx

n

ne
∞

−

=
∑ ]a A

0

nx

n

ne
∞

−

=
∑

(0, )+∞ 上内闭一致收敛，所以
0

( ) nx

n
f x ne

∞
−

=

= ∑ 在 (0, )+∞ 上连续。 

设 =)(xσ
0

( ) 'nx

n

ne
∞

−

=

=∑ 2

0

nx

n

n e
∞

−

=

−∑ ，与上面类似可证明 在

上内闭一致收敛，因此

2

0

nx

n

n e
∞

−

=

−∑

(0, )+∞ =)(xσ 2

0

nx

n

n e
∞

−

=

−∑ 在 (0, )+∞ 上连续。再由逐

项求导定理，可知 )()(' xxf σ= 在 (0, )+∞ 上成立，即
0

( ) nx

n

f x ne
∞

−

=

= ∑ 在

上有连续的导函数。 

(0, )+∞

注意到 在),2,1()1(
1

1 =− ∑
∞

=

−+ ken
n

nxkk ),0( +∞ 上都是内闭一致收敛的， 

所以上述过程可以逐次进行下去，由数学归纳法，可知

在 上有各阶连续导函数。 

∑
∞

=

−=
1

e)(
n

nxnxf

),0( +∞

4. 证明：函数∑
∞

=1

1
n

xn
在(1,+∞) 上连续，且有各阶连续导函数；函数 

∑
∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
在 ),0( +∞ 上连续，且有各阶连续导函数。 

证  设 =)(xf ∑
∞

=1

1
n

xn
，对任意1 a A< < < +∞，当 [ , ]x a A∈ ，成立

1 10 x an n
< ≤ ， 

且
1

1
a

n n

∞

=
∑ 收敛，由Weierstraass判别法，∑

∞

=1

1
n

xn
在[ , 上一致收敛，即 ]a A

∑
∞

=1

1
n

xn
在 (1 上内闭一致收敛，所以, )+∞ =)(xf ∑

∞

=1

1
n

xn
在 (1, )+∞ 上连续。 

又 xx n
n

ndx
d ln1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ，且对任意1 a A< < < +∞， ∑

∞

=
−

1

ln
n

xn
n
在[ , 上一致收]a A
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敛，即 ∑
∞

=
−

1

ln
n

xn
n
在 上内闭一致收敛，则(1, )+∞ ∑

∞

=
−

1

ln
n

xn
n
在 上连续。

由逐项求导定理，可知

(1, )+∞

=)(' xf ∑
∞

=
−

1

ln
n

xn
n
，即 在)(xf (1, )+∞ 上有连续导

函数。 

利用 x

k
k

xk

k

n
n

ndx
d ln)1(1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ),2,1( =k ，可以证明 ∑

∞

=
−

1

ln)1(
n

x

k
k

n
n
在 (1

上内闭一致收敛，同理可得 在

, )+∞

)(xf ),1( +∞ 上有各阶连续导函数。 

设 =)(xg ∑
∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
，由 Dirichlet判别法，可知对任意 ，0 a A< < < +∞

∑
∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
在[ , 上一致收敛，即]a A ∑

∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
在 (0, )+∞ 上内闭一致收敛，所以

=)(xg ∑
∞

=

−

1

)1(
n

x

n

n
在 上连续。 (0, )+∞

又 x

n

x

n

n
n

ndx
d ln)1()1( 1+−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
，同样由 Dirichlet 判别法，可知对任意

，0 a A< < < +∞ ∑
∞

=

+−

1

1 ln)1(
n

x

n

n
n
在[ , 上一致收敛，即]a A ∑

∞

=

+−

1

1 ln)1(
n

x

n

n
n
在

上内闭一致收敛，所以

(0, )+∞

∑
∞

=

+−

1

1 ln)1(
n

x

n

n
n
在 (0, )+∞ 上连续。由逐项求导定理，

可知 =)(' xg ∑
∞

=

+−

1

1 ln)1(
n

x

n

n
n
，即 在)(xg (0, )+∞ 上有连续导函数。 

利用 x

kkn

x

n

k

k

n
n

ndx
d ln)1()1( +−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − ),2,1( =k ，同样由 Dirichlet判别法，

可以证明 ∑
∞

=

+−

1

ln)1(
n

x

kkn

n
n
在 (0, )+∞ 上内闭一致收敛，同理可得 在

上有各阶连续导函数。 

)(xg

),0( +∞

5. 证明：函数项级数 ∑
∞

=

=
1

2arctan)(
n n

xxf 可以逐项求导，即 

                    
xd

d f (x) = )(arctan
d
d

1
2∑

∞

=n n
x

x
。 
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证  函数项级数 ∑
∞

=

=
1

2arctan)(
n n

xxf 对一切 ),( +∞−∞∈x 收敛，且 

=)(arctan 2n
x

dx
d

2

2
2

1

n
xn +
， 

由于 2

2

2
2

11
n

n
xn

≤
+

，由Weierstraass判别法，可知∑
∞

=1
2 )(arctan

n n
x

dx
d  

在 上一致收敛，再由逐项求导定理，即可知道 ),( +∞−∞

xd
d f (x) = )(arctan

d
d

1
2∑

∞

=n n
x

x
。 

6. 设数项级数 收敛，证明： ∑
∞

=1n
na

    ⑴ 
+→0

lim
x ∑

∞

=1n
x
n

n
a  = ；    ⑵  = ∑

∞

=1n
na ∫ ∑

∞

=

1
0

1
d xxa

n

n
n ∑

∞

= +1 1n

n

n
a  。 

证  (1) 首先对于每一固定的 ),0[ δ∈x )0( >δ ， xn
1
关于 单调，且对于

一切

n

),0[ δ∈x 与一切n，成立 110 ≤< xn
，又因为 是数项级数，它的

收敛意味着关于 的一致收敛性，于是由 Abel判别法，

∑
∞

=1n
na

x ∑
∞

=1n
x
n

n
a
在 [ )δ,0 上

一致收敛，因此和函数∑
∞

=1n
x
n

n
a
关于 在x [ )δ,0 连续，从而成立 

+→0
lim
x ∑

∞

=1n
x
n

n
a = 。 ∑

∞

=1n
na

(2) 由例题 10.2.4，∑ 在
∞

=1n

n
n xa [ ]1,0 上一致收敛，再由逐项积分定理，得

到 

∫ ∑
∞

=

1
0

1
d xxa

n

n
n =∑

∞

= +1 1n

n

n
a
。 

7. 设un (x)，vn (x)在区间(a, b)连续，且│un (x)│≤vn (x) 对一切n∈N+ 
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成立。证明：若 在(a, b)上点态收敛于一个连续函数，则

也必然收敛于一个连续函数。 

∑
∞

=1

)(
n

n xv

∑
∞

=1

)(
n

n xu

证  设任意闭区间 。由于 在 连续，和函数 ),(],[ badc ⊂ 0)( ≥xvn ],[ dc

∑
∞

=1
)(

n
n xv 在 连续，则由 Dini定理可知 在 一致收敛。于 ],[ dc ∑

∞

=1
)(

n
n xv ],[ dc

是由 Cauchy收敛原理，可知 0>∀ε ， N∃ ， Nnm >>∀ ， ，成 ],[ dcx∈∀

立 

)()()( 21 xuxuxu mnn +++ ++ ε<+++≤ ++ )()()( 21 xvxvxv mnn ， 

此即说明 在 一致收敛，因此 在 连续。由于

的任意性，即得到 在 连续。 

∑
∞

=1
)(

n
n xu ],[ dc ∑

∞

=1
)(

n
n xu ],[ dc

),(],[ badc ⊂ ∑
∞

=1
)(

n
n xu ),( ba

8. 设函数项级数 在x = a与x = b收敛，且对一切n∈N∑
∞

=1

)(
n

n xu + ， 

un (x)在闭区间 上单调增加，证明：∑ 在[a, b]上一致收敛。  ],[ ba
∞

=1
)(

n
n xu

证 由于 在 x = a与 x = b收敛，由 Cauchy收敛原理，可知 ∑
∞

=1
)(

n
n xu

0>∀ε ， ， ，成立N∃ Nnm >>∀ ε<∑
+=

m

nk
k au

1
)(  与 ε<∑

+=

m

nk
k bu

1
)( 。 

再由 un(x)在 上的单调增加性，可知对一切],[ ba ],[ bax∈ ，成立

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤ ∑∑∑
+=+=+=

m

nk
k

m

nk
k

m

nk
k buauxu

111
)(,)(max)( ε< ， 

此即说明 在[a, b]上一致收敛。 ∑
∞

=1
)(

n
n xu

9. 设对一切n∈N+ ，un (x)在x= a右连续，且∑ 在x = a发散，证明：

对任意δ＞0， 在(a, a +δ)上必定非一致收敛。 

∞

=1

)(
n

n xu

∑
∞

=1
)(

n
n xu
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证 采用反证法。设 在∑
∞

=1
)(

n
n xu ),( δ+aa 上一致收敛, 则 

,,0 N∃>∀ε Nnm >>∀ ， ),( δ+∈∀ aax , 成立
2

)(
1

ε
<∑

+=

m

nk
k xu 。 

再令 +→ ax ,得到 εε
<≤∑

+= 2
)(

1

m

nk
k au , 这说明 在∑

∞

=1

)(
n

n xu ax = 收敛，与条件

矛盾，所以 在(a, a +δ)上必定非一致收敛。 ∑
∞

=1
)(

n
n xu

10．证明函数项级数∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
2ln

1ln
n nn

x
在 [ ]aa,− 上是一致收敛的，其中 是

小于 的任意固定正数。 

a

2ln2 2

证  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn
x

2ln
1ln 在 [ 上单调增加，所以 ]aa,−

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

nn
x

nn
a

22 ln
1ln

ln
1ln ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn
a

2ln
1ln ， 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

nn
a

2ln
1ln ～

nn
a

2ln
± )( ∞→n 。 

由于 ∑
∞

=2
2lnn nn

a
收敛，所以 ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

2
2ln

1ln
n nn

a
收敛，再由习题 8 可知

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
2ln

1ln
n nn

x
在 上一致收敛。 [ aa,− ]

11．设 

∑
∞

=

=
1 2

tan
2
1)(

n
nn

xxf 。 

（1） 证明： 在)(xf [ 2/,0 ]π 上连续； 

（2） 计算 ∫ 2

6

)(
π

π dxxf 。 

解 （1）对一切 ]
2

,0[ π
∈x ，有 

nn
x

2
tan

2
10 ≤ n2

1
≤ ， 
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由于∑
∞

=1 2
1

n
n 收敛，由 Weierstraass 判别法，可知∑

∞

=1 2
tan

2
1

n
nn

x
在 ]

2
,0[ π
上一

致收敛，从而 ∑
∞

=
=

1 2
tan

2
1)(

n
nn

xxf 在 ]
2

,0[ π
连续。 

（2） 由（1），∑
∞

=1 2
tan

2
1

n
nn

x
在 ]

2
,

6
[ ππ

上一致收敛，由逐项积分定理， 

∫ =2

6

)(
π

π dxxf ∫ 2

6 22
tan

π

π nn
xdx

1

1

1

2
cos

23
cos

ln

+

+∞

=

⋅= ∑
n

n

n π

π

1
1

1
1

2
cos

23
cos

ln

+

∞

=

+

∞

=

∏

∏
⋅=

n
n

n
n

π

π

， 

再利用例题 9.5.3的结果∏
∞

=
=

1

sin
2

cos
n

n x
xx
，得到 

∫ 2

6

)(
π

π dxxf
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=

2
sin

2

6

6
sin

ln
π

π

π

π

2
3ln= 。 

12．设 ∑
∞

= +
=

1
3

cos)(
n nn

nxxf 。 

（1） 证明： 在)(xf ),( ∞+−∞ 上连续； 
（2）记 ，证明： ∫=

x
dttfxF

0
)()(

2
2

215
1

2
2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<−
πF 。 

证 （1）对一切 ，有 ∈x ),( ∞+−∞

2
33

1cos

nnn

nx
<

+
， 

由于∑
∞

=1
2
3

1
n

n

收敛，由Weierstraass判别法，可知∑
∞

= +1 3

cos
n nn

nx
在 上

一致收敛，所以

),( ∞+−∞

∑
∞

= +
=

1
3

cos)(
n nn

nxxf 在 ),( ∞+−∞ 上连续； 

（2）由于∑
∞

= +1 3

cos
n nn

nx
在 ),( ∞+−∞ 上一致收敛，由逐项积分定理， 

=)(xF =∫
x dttf

0
)( =

+
∫∑

∞

=

x

n
dt

nn

nt
0 31

cos
∑
∞

= +1 3

sin
n nnn

nx ,  
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于是 

=
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑

∞

=1 3 2
sin1

2 n

n

nnn
F ππ

∑
∞

=

−

−+−−

−

1 3

1

)12()12()12(

)1(
n

n

nnn
， 

这是一个 Leibniz级数, 它的前两项为
2
2
与

303
1

− ，所以 

2
2

2303
1

2
2

15
1

2
2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<−<−
πF 。 

13．设 ∑
∞

= +
=

0 2
1)(

n
n x

xf 。 

（1） 证明 在)(xf ),0[ ∞+ 上可导，且一致连续； 
（2） 证明反常积分 发散。 ∫

∞+

0
)( dxxf

证  （1）由 nn x 2
1

2
1

≤
+

，∑
∞

=0 2
1

n
n 收敛，可知∑

∞

= +0 2
1

n
n x
在 上点态收

敛；又

),0[ ∞+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ xdx
d

n2
1

2)2(
1
xn +

−
，且对一切 ∈x ),0[ ∞+ ， nn x 22 2

1
)2(

1
≤

+
−

，

∑
∞

=0
22
1

n
n 收敛，所以∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+0 2
1

n
n xdx

d
在 ),0[ ∞+ 上一致收敛。由逐项求导定理，

∑
∞

= +
=

0 2
1)(

n
n x

xf 在 上可导。 ),0[ ∞+

由于  

=− )()( 21 xfxf ∑ ∑
∞

=

∞

= +
−

+0 0 21 2
1

2
1

n n
nn xx

∑
∞

=
⋅−≤

0
21 4

1
n

nxx ， 

可知 在)(xf ),0[ ∞+ 上一致连续。 

（2）  ∫ =
A dxxf

0
)( dx

xn
n

A )
2

1(
0

0 ∑∫
∞

= +
∑ ∫
= +

>
n

k

A
k x
dx

0
0 2

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

k
k

A
0 2

1ln ， 

由于 +∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∑

=+∞→

n

k
kA

A
0 2

1lnlim ，可知 ，所以反常积分

发散。 

∞+=∫
+∞→

A

A
dxxf

0
)(lim

∫
∞+

0
)( dxxf
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