
数学分析课程中的否定命题 
                       陈 纪 修 

复旦大学数学科学学院 
 

数学分析课程中证明定理或解答问题时，随时会遇到一个命题的否定命题的

概念。在课程中典型地使用否定命题进行证明的定理就有：关于闭区间上的连续

函数一致连续的 Cantor 定理；函数序列与函数项级数一致收敛的 Dini 定理；含

参变量反常积分一致收敛的 Dini 定理，等。如何正确地写出一个命题的否定命

题的数学表述，如何证明一个否定命题，或如何利用否定命题的数学表述来证明

其他命题，是数学分析课程中很重要的一个内容，也是教学中的一个难点。学生

在这方面的能力培养单靠以上几个定理的学习是远远不够的，在教学中我们有意

识地在不同章节通过具体实例来讲授如何证明否定命题，如何在证明中应用否定

命题的方法，对提高学生的逻辑思维与论证推理能力起到了很好的效果。 
 
1．数列的收敛与发散 

例 1  若有界数列｛ ｝不收敛，则必存在两个子列{ }与{ }收敛于

不同的极限，即 = a ， =b，

xn )1(
kn

x )2(
kn

x

lim
k→∞

)1(
kn

x lim
k→∞

)2(
kn

x a b≠ 。 

证  因为｛ ｝是有界数列，由 Bolzano-Weierstrass 定理，可知存在｛ ｝

的一个收敛子列｛

xn xn

(1)
kn

x ｝，设 = a 。 lim
k→∞

)1(
kn

x

由于｛ ｝不收敛，当然｛ ｝不收敛于 。｛ ｝收敛于 的数学表述为： xn n nx a x a

0ε∀ > ， N N +∃ ∈ ， n N∀ > ： nx a ε− < 。 

于是可知｛ ｝不收敛于a 的数学表述为： xn

0 0ε∃ > ， N N +∀ ∈ ， n N∃ > ： 0nx a ε− ≥ 。 

取 ， ：11 =N 1 1m N∃ >
1 0mx a ε− ≥ ， 

取 ， ：12 mN = 2 2m N∃ >
2 0mx a ε− ≥ ， 

,   

取 ，1−= kk mN k km N∃ > ： 0kmx a ε− ≥ ， 

,   

于是得到｛ ｝的又一子列｛ ｝，它也是有界数列，再由 Bolzano-Weierstrass

定理，可知存在｛ ｝的一个收敛子列｛

xn kmx

kmx ( 2)
kn

x ｝，设 lim
k→∞

( 2 )
kn

x =b 。显然 a 。 b≠
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例 2 若数列{ }无界，但非无穷大量，则必存在两个子列{ }与{ }，

其中｛ ｝是无穷大量，｛ ｝是收敛子列。 

xn )1(
kn

x )2(
kn

x

)1(
kn

x )2(
kn

x

证  数列{ }是无穷大量的数学表述为： xn

0>∀G ， ， ：N∃ Nn >∀ Gxn > 。 

所以{ }不是无穷大量的数学表述为： xn

00 >∃G ， ，N∀ Nn >∃ ： 0Gxn ≤ 。 

由此可知数列{ }中有无穷多项满足xn 0nx G≤ ，于是从中可以取出数列{ }的一

个收敛子列{ }。 

xn

kmx

数列{ }有界的定义为： xn

0 0G∃ > ， ：n∀ 0nx G≤ 。 

所以数列{ }无界可表述为： xn

0>∀G ， ：n∃ nx G> 。 

由此可知 ，数列{ }中必有无穷多项满足0>∀G xn Gxn > 。 

取 ，则11 =G 1n∃ ，使得 11
Gxn > ， 

取 ，则22 =G 12 nn >∃ ，使得 22
Gxn > ， 

,   

   取 ，则kGk = 1−>∃ kk nn ，使得 kn Gx
k
> ， 

             .

记{ } { })1(
kk nn = ，{ } { })2(

kk nm = ，则得到｛ ｝的两个子列{ }与{ }， xn )1(
kn

x )2(
kn

x

其中｛ ｝是无穷大量，｛ ｝是收敛子列。 )1(
kn

x )2(
kn

x

 

2．函数的一致连续性 
函数的一致连续是数学分析课程中的一个重要概念，也是教学中的一个难

点。当要求学生判断函数在某一个区间上是否一致连续，或者要求学生证明函数

在某一个区间上非一致连续时，学生往往感到束手无策。下面我们证明了函数在

某一个区间上一致连续的一个充分必要条件，它对判断函数在某一个区间上是否
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一致连续，或者证明函数在某一个区间上非一致连续有重要的应用。 

定理 1  函数 在区间f x( ) X 上定义，则 在f x( ) X 上一致连续的充分必要条

件是：对任意{ ′xn }( )和{′ ∈x Xn ′′xn }( ′′ ∈x Xn )，只要满足 (lim
n→∞

′xn - ) ，就成立

(

′′xn 0=

lim
n→∞

( )nf x′ − ( )nf x′′ ) 。 0=

证  必要性：略。 
充分性：采用反证法。 

函数 在f x( ) X 上一致连续的数学表述为： 

0ε∀ > ， 0δ∃ > ，∀ ′x , (x X′′∈ | ′x - ′′x | )δ< ：| ( )f x′ − ( )f x′′ | ε< 。 

函数 在f x( ) X 上的不一致连续的数学表述为： 

∃ 0 0ε > ， 0δ∀ > ，∃ ′x , x X′′∈ (| ′x - ′′x | δ< )：| ( )nf x′ − ( )nf x′′ | 0ε≥ 。 

取δ =n

1
n
（n ），于是存在= 1 2 3, , , ′xn , nx X′′∈ ，满足 

| - |′xn ′′xn
1
n

< ， | ( )nf x′ − ( )nf x′′ | 0ε≥ 。 

显然， lim ( -
n→∞

′xn ′′xn ) ，但{0= ( )nf x′ − ( )nf x′′ }不可能收敛于0，这就产生矛盾。 

例 3  证明
1( ) sinf x
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

在 (0,1)x∈ 不一致连续。 

证  取 =′xn
1

12
2

nπ π+
， ′′xn = 1

2nπ
，则有 (lim

n→∞
′xn - ′′xn ) 0= ，但 

lim
n→∞

( ( )nf x′ − ( )nf x′′ )= lim(1 0) 1
n→∞

− = ， 

由定理 1 可知
1( ) sinf x
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

在 (0 不一致连续。 ,1)

例 4  证明 2( )f x x= 在[ )0,+∞ 上不一致连续。 

证  取 nx′ = n +1 ， nx′′ = n （n = 1 2 3, , , ），于是 

lim
n→∞

( -′xn ′′xn ) lim
n→∞

= ( n +1 - n ) 0= ， 

但是 lim (
n→∞

( )nf x′ − ( )nf x′′ ) ，由定理 1 可知1= ( )f x 在[ )0,+∞ 上不一致连续。   

函数序列（函数项级数）与含参变量积分的一致收敛性是数学分析课程中非

常重要的内容，因为一致收敛性关系到两个极限运算（求导与积分本质上也是极
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限运算）能否交换次序的问题，是数学系学生必须牢固掌握的基础知识。证明函

数序列（函数项级数）与含参变量积分的一致收敛性可以利用定义或定理，但是

证明函数序列（函数项级数）与含参变量积分的非一致收敛性却是教学中又一个

难点（也是学生学习中的一个难点）。下面介绍我们如何在教学中利用否定命题

来讲授关于非一致收敛性的证明。 
 
3．函数序列的一致收敛性 
关于函数序列的一致收敛性，我们首先有下述充分必要条件： 
定理 2  设函数序列{ }( )nS x 在集合D上点态收敛于 ，则{( )S x }( )nS x 在D上

一致收敛于 的充分必要条件是：对任意数列( )S x { }nx ， nx D∈ ，成立 

( )lim ( ) ( ) 0n n nn
S x S x

→∞
− = 。 

证  必要性：略。 
充分性： 采用反证法，也就是证明：若{ }( )nS x 在D上不一致收敛于 ，

则一定能找到数列{
( )S x

}nx ， nx D∈ ，使得 
( ) ( )n n nS x S x−  ─/→ 0（ ∞→n ）。 

命题“函数序列{ }( )nS x 在D上一致收敛于 ”可以表述为 ( )S x

       0ε∀ > ， N∃ ， ，n N∀ > x D∀ ∈ ： ( ) ( )nS x S x ε− < 。  

因此它的否定命题“{ }( )nS x 在D上不一致收敛于 ”可以表述为： ( )S x

0 0ε∃ > ， N∀ ， ，n N∃ > x D∃ ∈ ： 0( ) ( )nS x S x ε− ≥ 。 

于是，下述步骤可以依次进行： 
    取 ， ，∃1 1N = 1 1n∃ >

1nx D∈ ：
1 1 1 0( ) ( )n n nS x S x ε− ≥ ， 

    取 ，2 1N n= 2n n1∃ > ，∃
2nx D∈ ：

2 2 2 0( ) ( )n n nS x S x ε− ≥ ，， 

…… 
    取 ，∃ ，∃1k kN n −= kn > 1−kn

knx D∈ ： 0( ) ( )
k k kn n nS x S x ε− ≥ ， 

……。 
对于 { }1 2\ , , , ,km N n n n+∈ ，可以任取 mx D∈ ，这样就得到数列 { }nx ，

nx D∈ ，由于它的子列{ }knx 使得  

0( ) ( )
k k kn n nS x S x ε− ≥ ， 

                                                
显然不可能成立 

( )lim ( ) ( ) 0n n nn
S x S x

→∞
− = 。 

定理 2 常用于判断函数序列的不一致收敛。 
例 5  设  = ，证明( )nS x nxnx )1( 2− { }( )nS x 在[0 上不一致收敛。 ,1]

证  函数序列{ }( )nS x 在 上点态收敛于]1,0[ ( ) 0S x = 。取 nx = ]1,0[1
∈

n
，则 

( ) ( )n n nS x S x−  = 111 2 →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

n

n
 （ ∞→n ）， 
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由定理 2 可知{ }( )nS x 在 上不一致收敛。 ]1,0[

例 6  设 ( )
1

( ) sin n
nS x x= ，证明{ }( )nS x 在 (0, )π 上不一致收敛。    

证  函数序列{ }( )nS x 在 (0, )π 上点态收敛于 ( ) 1S x = ，取 ),0( π∈nx ，使得

nnx
2
1sin = ，则 

=− )()( nnn xSxS 1 1
2
−  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

由定理 2 可知{ }( )nS x 在 (0, )π 上不一致收敛。 

例 7  设 ( )nS x = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ x

n
xn 1 , 证明{ }( )nS x 在 ),0( +∞ 上不一致收敛。  

证  函数序列{ }( )nS x 在 ),0( +∞ 上点态收敛于
x

xS
2

1)( = ，取
1

nx
n

= ，则 

=− )1()1(
n

S
n

Sn n⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
32  ─/→ 0（ ∞→n ）， 

由定理 2 可知{ }( )nS x 在 (0 上不一致收敛。 , )+∞

例 8  设
n

n n
xxS ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 1)( ，证明{ }( )nS x 在[0, )+∞ 上不一致收敛。 

证  函数序列{ }在)(xSn ),0[ +∞ 上点态收敛于 。取 ，则 xexS =)( nxn =

( ) ( )n n nS x S x−    （−∞→−= nn e2 ∞→n ）， 
由定理 2 可知{ }在 上不一致收敛。 )(xSn ),0[ +∞
 

4．函数项级数的一致收敛性 
我们先来看一个例题： 

例 9  证明：当 1α > ，函数项级数 关于∑
∞

=

−

1n

nxexα [0, )x∈ +∞ 一致收敛；当 

0 1α< ≤ ，函数项级数∑ 关于
∞

=

−

1n

nxexα [0, )x∈ +∞ 不一致收敛。 

证 关于第一个命题，我们先求级数通项的最大值。由 

( ) ( ) 1' 0nx nxx e nx x eα αα− − −= − = ， 

得到最大值点 x
n
α

= ，于是对一切 [0, )x∈ +∞ 有 

nxx e e
n

α
α αα− −⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 
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由于 1α > ，可知级数
1n

e
n

α
αα∞
−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 收敛，由函数项级数一致收敛的 Weierstrass 判

别法，可知∑ 关于 一致收敛。 
∞

=

−

1n

nxexα [0, )x∈ +∞

    但是关于第二个命题，学生容易犯如下的错误： 

同样对级数的通项求最大值，得到最大值点 x
n
α

= ，最大值为 

[ )
{ }

0,
max nx

x
x e e

n

α
α αα− −

∈ +∞

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 。 

由于 1α ≤ ，可知级数
1n

e
n

α
αα∞
−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 发散，由此得到 关于 不一致

收敛。 

∑
∞

=

−

1n

nxexα [0, )x∈ +∞

    上面关于第二个命题的证明是错误的。为了得到正确的证明，我们需要关于

函数项级数一致收敛的 Cauchy收敛原理： 

定理 3（函数项级数一致收敛的 Cauchy 收敛原理） 函数项级数∑ 在
∞

=1

)(
n

n xu

D上一致收敛的充分必要条件是：对于任意给定的 0ε > ，存在正整数 ( )N N ε= ，

使 
│ )(1 xun+ + )(2 xun+ ( )mu x+ + │< ε  

对一切正整数m n 与一切N> > x D∈ 成立。 
由定理 3 可知：如果存在两列正整数数列 ，  

和

'( )N n → +∞ "( )N n → +∞
( '( ) "( ))N n N n< nx D∈ ，使得当n 时， →∞

      
"( )

'( ) 1
( )

N n

k n
k N n

u x
= +
∑ '( ) 1 '( ) 2 "( )( ) ( ) ( )N n n N n n N n nu x u x u x+ += + + + ─/→ 0 

则∑ 不满足 Cauchy收敛原理的条件，因此 在
∞

=1
)(

n
n xu ∑

∞

=1
)(

n
n xu D上不一致收敛。  

例 9 第二个命题的证明   

记 ，注意到有不等式 nx
n exxu −= α)(

=∑
+=

n

nk
k xu

2

1

)( ( 1)n xx eα − + + ( 2)n xx eα − + + + 2nxx eα − ≥ 2nxnx eα − ， 

取 与2m n= [ )+∞∈= ,01
n

xn ，由于 1≤α ，于是有 

2

1

( )
n

k n
k n

u x
= +
∑ 2 nnx

nnx eα −≥ 2e−≥ ， 
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即 ─/→ 0（ ），所以
2

1
( )

n

k n
k n

u x
= +
∑ ∞→n ∑

∞

=

−

1n

nxexα )10( ≤≤ α 关于 不一致

收敛。 

[0, )x∈ +∞

例 10  证明函数项级数 关于∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx [ )0,x∈ +∞ 不一致收敛。 

证  记 ，取
2

)( nx
n xexu −= 2m n= 与

n
xn

1
= ),0[ +∞∈ ，则  

2( 1)

1

( ) n

m
n x

k n n
k n

u x x e− +

= +

=∑
2( 2) nn x

nx e− ++ +
22 nnx

nx e−+
22 nnx

nnx e−>
 

+∞→= −2en )( ∞→n ， 

所以 关于 不一致收敛。 ∑
∞

=

−

0

2
e

n

nxx ),0[ +∞

 
5．含参变量反常积分的一致收敛性 

关于含参变量反常积分的一致收敛性，我们也有如下的 Cauchy收敛原理： 
定理 4（含参变量反常积分一致收敛的 Cauchy 收敛原理） 含参变量反常

积分 关于 在 上一致收敛的充要条件为：对于任意给定的∫
∞+

a
dxyxf ),( y ],[ dc

0>ε ，存在与 无关的正数 ，使得对于任意的y 0A 0, AAA >′ ，成立 

ε<∫
′A

A
dxyxf ),( ， ],[ dcy∈ 。 

由定理 4 可知：如果存在 ， ，'nA →+∞ "nA →+∞ [ , ]ny c d∈ ，使得 

"

'
( , )n

n

A

nA
f x y dx∫ ─/─→ ， 0

则含参变量反常积分 不满足 Cauchy 收敛原理的条件，因此

关于 在 上不一致收敛。 

∫
∞+

a
dxyxf ),(

∫
∞+

a
dxyxf ),( y ],[ dc

例 11  证明 ∫
∞+

0

sin dx
x
xy

 关于 y 在 ),0( +∞ 上不一致收敛。 

证  取 'nA nπ= ，
3"
2nA nπ= ，

1
ny y

n
= = ，则 

   
ππ

π

π

π

π

π

π 3
2sin

2
3

1sinsin 2
3

2
3

2
3

=>= ∫∫∫
n

n

n

n

n

n

n dx
n
x

n
dx

x
n
x

dx
x
xy

， 

所以 ∫
∞+

0

sin dx
x
xy

关于 在 上不一致收敛。 y ),0( +∞
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例 12  证明 ∫
∞+

+0 2 )1(
sin dx

x
xx

α
α

关于α 在 (0, )+∞ 上不一致收敛： 

证  取 3' , "
4 4n n

n nA Aπ π
= = ，

1
n n

α α= = ，则 

"

2'

sin
(1 )

n

n

A

A

x x dx
x
α

α
=

+∫
3 2 2

4
2

24

sin 2 2
3(1 ) 1816 1 ( )

4

n
n

n
n

x x ndx
nx

π

π
α π

πα
≥ >

+ ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ， 

所以 ∫
∞+

+0 2 )1(
sin dx

x
xx

α
α

关于α 在 (0, )+∞ 上不一致收敛。 

例 13  证明 关于 在∫ −1

0

21 ln xdxx p p ( )0,+∞ 上不一致收敛。 

证   取 1'
2nA
n

= ，
1"nA
n

= ，
1

np p
n

= = ，则 

11 1 11 2 2 2
1 1

2 2

1 1 1 1ln ln ln ( )
2

np nn n n n

n n

x xdx x dx n n
n n n n

−− ⎛ ⎞
≥ = − → +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ →∞ ， 

所以 关于∫ −1

0

21 ln xdxx p p 在 ( )0,+∞ 上不一致收敛。 

例 14 证明 关于∫
∞+ −

0
sin xdxe xα α 在 (0, )+∞ 上不一致收敛。 

解  取 ' , " ( 1)n nA n A nπ π= = + ，
1

1n n
α α= =

+
，则 

( 1) ( 1)
sin sin 2n

n nx

n n
e xdx e xdx e

π πα π π

π π

+ +− − −≥ =∫ ∫ ， 

所以 ∫ 关于
∞+ −

0
sin xdxe xα α 在 (0, )+∞ 上不一致收敛。 
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