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2

2

)(
4)(2

xy
xyvyxu

x
u

−
−+

=
∂
∂ , 222

222

)(
4)(2

xy
xyuyxv

yx
u

−
−+

=
∂∂

∂ . 

(3) 
)12)(1(

)12(

2112

2112

−−−
−+

=
∂
∂

vygxfgf
vygufgf

x
u , 

)12)(1(
)1(

2112

1111

−−−
−−

=
∂
∂

vygxfgf
gufgxf

x
v . 

(4) )( vuuv
x
z

+=
∂
∂ , )( uvuv

y
z

−=
∂
∂ . 

(5) ue
vvvu

x
z )sincos(2 −
=

∂
∂ , ue

vuvv
y
z )sincos(2 +
=

∂
∂ . 
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6. (1) dy
xyxyz
xyzxz

dx
xyxyz

xyzyz
dz

−

−
+

−

−
=

2
; 

(2) dy
uyvx

uvxdx
uyvx

vxvdu
coscos

sincos
coscos

cossin
+
−

+
+
+

= , 

dy
uyvx

uuydx
uyvx

vuydv
coscos
sincos

coscos
sincos

+
+

+
+
−

= . 

7. 
)(

)(

12
2

21

2212
2

21

GFyGFy
GFzyGFxyGyF

dy
dx

−
−++

= ; 

)(
)(

12
2

21

11
2

12
3

21

GFyGFy
GFyxyGFyGzF

dy
dz

−
+−−

= . 

8. =
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

y
f

x
f

r
f

r
f

rr
f

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ 11

2

2

22

2

θ
. 

9. 取 µλ ,, 为方程 的两个根. 02 2 =++ CtBtA

10. 02 2

22

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+
∂∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

ηηηξξξ
zzczbzza  

11. 0
2

=
∂∂

∂
vu
z . 

12. (1) 0=
∂
∂

v
w ; (2) 0)1( 2

2

2

2
=

∂
∂

−+
∂
∂

v
w

u
v

u
w ; (3) 02 2

2
=

∂
∂

+
∂
∂

v
wv

v
w . 

第 5节 

1. (1) 切线： )12(41)1(2 −=−=− zyx ，法平面： 252168 =++ zyx ； 

（2）切线： 2
2
211

2
−=−=+− zyx π
， 

法平面： 0)22(2)1()1
2

( =−+−++− zyx π
； 

（3）切线： ，法平面：
⎩
⎨
⎧

−=
=+
2

2
y

zx
zx = ； 

（4）切线：
222

RzRyRx +−=+−=− ，法平面： 0
2
2

=+−− Rzyx . 
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2． 或)1,1,1( −− )
27
1,

9
1,

3
1( −− . 

3． . )0,1,0( −

4．（1）切平面： 0)35()1(9)2(64 =−−−+− zyx ,  

法线：
1
35

9
1

64
2

−
−

=
−

=
− zyx ; 

（2）切平面： 02ln2 =−+ zyx , 法线： )1(
2ln2

12ln2ln −−=−=− zyx ; 

（3）切平面： , 法线： . 0123 =++− zy
⎩
⎨
⎧

=+
=

532
1

zy
x

5. 点: , 法线: )3,1.3( −− 3)1(
3
13 −=+=+ zyx . 

6.  与 0)10(5)9(3)6( =−+−+− zyx 0)10(5)9(3)6( =+++++ zyx . 

7. 
22

2arccos
baa

bz

+
=θ . 

8. . 03324 =−−− zyx

9. 
7

11
=

∂
∂
n
u . 

11. 
3

1cos =θ . 

12. 曲面的法向量与向量 垂直. ),,( acb

13. 提示: 曲面上任意一点 处的切平面 ),,( zyx

0)())((')()(')( =−−−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − zZyY

x
yfxX

x
yf

x
y

x
yf  

经过 点. )0,0,0(

14. 提示: 曲面上任意一点 处的切平面 ),,( zyx

0)(1)(1)(1
223123322 =−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − zZF

z
xF

y
yYF

y
zF

x
xXF

x
yF

z
 

经过 点. )0,0,0(

15．提示：利用恒等式 ),,(),,(),,(),,( zyxkFzyxzFzyxyFzyxxF zyx =++ 证明曲面
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上任意一点 处的切平面 ),,( zyx

0))(,,())(,,())(,,( =−+−+− zZzyxFyYzyxFxXzyxF zyx  

经过 点. )0,0,0(

 

第 6节 

1. (1) 在 点取极大值)0,0( 6max =f ；在 )3,1( ， )3,1( − ， )3,1(− ， )3,1( −−  

四点取极小值 ； 13min −=f

（2）在 ， 两点取极小值)1,1( )1,1( −− 2min −=f ； 

（3）无极值； 

（4）在 )
8
3,

2
2( ， )

8
3,

2
2(− 两点取极小值

64
1

min −=f ； 

（5）在 ),(
22

a
b

b
a

点取极小值 abf 3min = ； 

（6）在 )2,2,2( 4
3

2
1

4
1

取极小值 4
1

min 24 ⋅=f 。 

4．最大值
2

33
max =f ；最小值 0min =f 。 

5．
6
1

−= xξ 。 

6．面积最大者为内接正三角形， 2
max 4

33 RS = 。 

7．
215
hHR

== 。 

8. 提示: 由 0
2

' =
+
+

−=
yx
yxy , 得到 0=+ yx , 再从 得到 , 

因此 , 。 

122 22 =++ yxyx 12 =y

1max =y 1min −=y

9．提示：由 0
821

4
=

−−
=

∂
∂

yz
x

x
z

与 0
821
)2(4
=

−−
+

=
∂
∂

yz
zy

y
z , 得到 0=x 与 , 再02 =+ zy
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从 得到 , 因此08822 222 =+−+++ zyzzyx 087 2 =−+ zz 1max =z , 
7
8

min −=z 。 

10． )
5

16,
5
8( 。 

11．提示：设圆半径为 r，外切三角形的两个顶角为 α2 与 β2 ，则三角形的面积

为 )]tan(cot[cot βαβα +++= rS ，再由 0=
∂
∂
α
S

与 0=
∂
∂
β
S

得到
6
πβα == 。 

12．提示：设圆半径为1，内接 边形的各边所对的圆心角为n kα ),,2,1( nk = ，

则 边形的面积为n )]sin(sinsin[sin
2
1

121121 −− +++−+++= nnS αααααα ，由

0=
∂
∂

k

S
α

)1,,2,1( −= nk 推出
nn
πα 2

= 。 

13. 提示：令 ，先对固定的)1(),( xyxyxf y −= )1,0(∈x ，求出 的极大值点

为

),( yxf

x
y

ln
1−

= ，极大值为
xe
xx

ln
)1()( −−

=ϕ ，再证明 )(xϕ 在区间 上单调增加，且)1,0(

e
x

x

1)(lim
1

=
−→
ϕ . 

14． 222
23
βα
βα

−
−

=x ， 22 24
34
βα
βα

−
−

=y 。 

第 7节 

1．（1）
4
1

max =f ；（2） ，3max =f 3min −=f ；（3） 的极大值与极小值分别为

方程

f

0)()111( 22

2

22

2

22

2

2

2

2

2

2

2
2 =+++

−
+

−
+

−
+

ba
C

ac
B

cb
A

c
C

b
B

a
A λλ 的两个根。 

2．面积最大的三角形为正三角形，最大面积为 2

9
3 p 。 

3．底面半径为 3
2
1
π
，高为 3

4
π
。 

4． 359max +=d ， 359min −=d 。 

5． 。 9max =S
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6．
222 CBA

DcCbBaA
d

++

+++
= 。 

7．椭圆面积 21λλπ=S ，其中 1λ 与 2λ 为方程 

       ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

2
2

2 11
a

B
b

A λλ 011 22
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

ab
C λλ  

的两个根。 

8． 4
min 16

1 af = 。 

9. ( )6
max 36ln Rf = . 提示：令 ，由

， 和 ，可得 和 ， ， . 于

是

)6(),,,( 222232 RzyxzxyzyxL −++−= λλ

0=xL 0=yL 0=zL 232 2 Rzxy λ= 22 Rx = 22 2Ry = 22 3Rz =

632 36 Rzxy ≤ ，由此得到 ( )6
max 36ln Rf = ；再令 ， 和 ，

由

2xa = 2yb = 2zc =

3222
32

6
36 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
≤

zyxzxy ，得到
6

32

6
108 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

≤
cbacab 。 

10．（1）
k

cba

cba

cba
cbaf

1

max )(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
=

++
.提示:与习题 9类似，可得

cba
kzyx cba

++
≤

λ
和

cba
axk

++
= ,

cba
byk

++
= ,

cba
cz k

++
= . 于是 ≤cba zyx

k

cba

cba

cba
cba

1

)(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++ ++
. 

（2）令
wvu

uxk

++
= ，

wvu
vyk

++
= 和

wvu
wz k

++
= ，再利用（1）的结果。 

11. 
2

23
=a ，

2
6

=b . 提示：先求 在22)1( yx +− 12

2

2

2
=+

b
y

a
x

条件下的极小值，

令它为 1，得到关于 的关系式 ；再求ba, 4222 baba += abbaf π=),( 在

条件下的极小值。 42a22 bba +=

12. 提示：由于三角形 ABC 的面积取极大值，曲线 0),(,0),( == yxgyxf 与

在三个顶点处的切线分别平行于三角形的对边，从而在三个顶点处的

法线分别垂直于三角形的对边。 

0),( =yxh

13． ∑
=

=
n

k
kaf

1

2
max ， ∑

=
−=

n

k
kaf

1

2
min .  
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提示：由于 在 没有驻点，所以只需要求

在约束条件 下的最大值与最小值。 

),,,( 21 nxxxf }1{ 22
2

2
1 <+++ nxxx

),,,( 21 nxxxf }1{ 22
2

2
1 =+++ nxxx

14．设矩阵 ( )
nnijija

×
− λδ 的特征值为 nλλλ ≤≤≤ 21 ，则 nf λ=max ， 1min λ=f 。 

15． βα

βα

βα 1
2

1
1

1
6

−

−

=
pp

x ， 1

1
21

2
6

−

−

= βα

βα

βα
pp

x 。 
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